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Аннотация
В работе рассматривается бинарная аддитивная задана с квадратичными формами, кото­
рая является аналогом классической проблемы делителей Ингама. Получена асимптотическая 
формула для числа решений уравнения Qi(m) — Q2(k) = h, содержащего бинарные положи­
тельно определенные примитивные квадратичные формы, соответствующие классам идеалов 
двух мнимых квадратичных полей разных фиксированных дискриминантов. Число решений 
уравнения ищется с весами exp(—(Qi(m) + Q2(k))/n) при росте параметра n. Доказательство 
асимптотической формулы основано на круговом методе. За счет точных формул для двой­
ных сумм Гаусса от числа, взаимно простого с дискриминантами мнимых квадратичных полей, 
удается применить оценку А. Вейля к полученной сумме Клоостермана.
Abstract
In this article, the problem with quadratic forms is considered. This problem is analog of the Ingam 
binary additive divisor problem. The asymptotical formula of the number of solution of diophantine 
equation Q1(m) — Q2(k) = h is received. Binary positive defined primitive quadratic forms Q1(m) 
and Q2 (k) corresponded to the ideal classes of two imaginary quadratic fields of different fixed 
discriminants. The number of solutions searched with weights exp(—(Q1 (m) + Q2(k))/n) with the 
growth of the parameter n. Proof of the asymptotical formula based on circular method. Using the 
evident formula of Gauss sums of the number, which coprimes of discriminants of fields, this sum 
represented of Kloosterman’s sum which estimate by A. Weil.
Ключевые слова: аддитивная задача, асимптотическая формула, число решений, двойная 
сумма Гаусса, сумма Клоостермана.
Key words: additive problem, asymptotic formula, number of solutions, double Gauss sum, Kloos- 
terrnan sum.
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Введение
В 1927 году А.Е. Ингам [Ingham. 1927] поставил и решил элементарным методом 
задачу получения асимптотической формулы для числа решений J(n) уравнения:
x1x2 — Х3Х4 =  1, x1x2 < n,
где x1,x2, x 3,x4 £ N.
Эта задача получила название неопределенной бинарной аддитивной проблемы де­
лителей.
А.Е. Ингам доказал, что J(n) =  n ln2 n +  O(n ln n).
Оценка остатка асимптотической формулы уточнялась многими авторами.
В 1931 году Т. Эстерман [Estermann, 1931], применив к задаче Ингама круговой 
метод, вывел для числа решений J(n) уравнения асимптотическую формулу, остаточ­
ный член которой имеет степенное понижение по сравнению с главным. Им получен
J(n) =  nP2(lnn) +  R(n), где P2(x) -  многочлен 2-ой степени, а 
R(n) =  O(n11/12 ■ ln17/3 n).
В 1979 году Д.И. Исмоилов [Исмоилов, 1979], дополнив элементарный метод Т. Эс- 
термана оценками А. Вейля [Weil, 1948] суммы Клоостермана, получил следующую 
оценку остатка: R(n) ^  n5/6+£, где £ >  0 -  сколь угодно малая постоянная.
В 1979 году другим методом ту же оценку для R(n) получил Д.Р. Хиз-Браун [Heath- 
Brown, 1979].
В 2006 году Г.И. Архипов и В.И. Чубариков [Архипов, Чубариков, 2006] вывели 
новую оценку остатка: R(n) ^  n3/4 ln4 n.
В 1980 году И.В. Кузнецов [Кузнецов, 1980] представил сумму сумм Клоостерма­
на через билинейные формы коэффициентов Фурье собственных функций оператора 
Лапласа и показал, что между суммами Клоостермана существует интерференция.
В 1982 году Ж .-М . Дезуйе и X. Иванец [Deshouillers, Iwaniec, 1982], используя фор­
мулу Н.В. Кузнецова, доказали, что R(n) ^  n2/3+£.
Другое направление исследований, касающееся данной тематики, связано с рассмот­
рением различных аналогов проблемы делителей Ингама. Одним из таких аналогов 
являются бинарные аддитивные задачи с квадратичными формами.
В работах автора [2007], [2012], [2014] решены задачи получения асимптотических 
формул для числа решений уравнений Q1 (m) — Q2(k) =  1, Q1(m) — Q2(k) =  h, со­
держащих бинарные положительно определенные примитивные квадратичные формы, 
соответствующие классам идеалов мнимого квадратичного поля F =  Q(\/d), где d -  
отрицательное бесквадратное число.
Рассмотрим задачу получения асимптотической формулы для числа решений урав­
нения Q1(m) — Q2(k) =  h с весом exp(—(Q1(m) +  Q2(k)/n), когда квадратичные формы 
соответствуют классам идеалов двух мнимых квадратичных полей разных дискрими­
нантов.
Пусть d1; d2 -  отрицательные бесквадратные числа, F1 =  Q(^/d1), F2 =  Q ( v d )  _
мнимые квадратичные поля, &f2 ~ дискриминанты полей F ^ i  F2; Qi(m) =  1 т*Агт
бинарные положительно определенные примитивные квадратичные формы с матри­
цами Аи det Ai =  —8fh i =  1,2.
Пусть
I(n, h) = e-(Ql(m)+Q2 (k))/n
Qi (m) — Q2 (k)=h
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Основным результатом работы является следующая теорема.
Т еорем а. Пусть е -  произвольное положительное число, 6Fl, 8F2 ~ дискриминанты 
полей F  и F2l n Е N  h Е N.
Тогда при n ^  то и h ^  п£ справедлива асимптотическая формула:




q-4 e-2wtqGi(q,l, 0)G 2(q, - l,0) +  0 ( n,3/4+£).
q=i i=i,
(l,q)=i
Gi(q, l, 0) =  exp(2nilQi(m)/q) (i =  1 , 2) -  двойные суммы Гаусса. Сумма особого
m( mod q)
ряда асимптотической формулы положительна.
2. В сп ом огател ьн ы е лем м ы
Л ем м а 1. (Функциональное уравнение для двумерного тета-ряда.) Пусть 1тт >  0, 
x Е  К2, Q (n) -  положительно определенная квадратичная форма дискриминанта 6F с 
матрицей A,
в(т,х) =  exp(2niTQ(n +  x)).
n&Z2
Тогда
в(т,х) =  —  ^ exp —— nfA in +  2nintx\
v T )
Доказательство см. в [Ogg. 1969, глава VI].





n-2 +  4n2x2
dx
n
2  +  O(qN).
Доказательство следует из [Лаврентьев, Шабат, 1958, глава VI] и условия h ^  n£.
Л ем м а 3. (Оценка суммы Клоостермана.) Пусть ll* =  1( mod q), K(q,u,v) =  
q
Y, exp (2ni(ul +  vl*)/q) -  сумма Клоостермана. Справедлива оценка
i=i,
(l,q) = i
K (q,u,v) <  т(q)q1/2(u,v,q)1/2.
Доказательство см., например, в работах [Estermann, 1961], [Малышев, 1962].
Л ем м а 4. (Равенства и оценки для произведения двойных сумм Гаусса.) Пусть 
D i =  —SFl, D2 =  —8F2. Пусть Qi(m), Q2(k) -  бинарные положительно определенные 
примитивные квадратичные формы с дискриминантами D F D 2; (l, q) =  1. Справедливы 
следующие утверждения:
1. Пусть (q,Di) =  1 и (q,D2) =  1, ll* =  1( mod q), DiD* =  1( mod q), D2D* =  1(
mod q), q =  2ai .. .p^3- Тогда
Gi(q,l,m)G2(q, —l,k) =  C (q ,^ i  ,&f2)q2 exp ^—2 п ^ (D*Qi(m) — D*Q2(k))^ ,
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где С (q^ F-i ,$F2) — ( - I ) -
(2-SFi -SF2)ai $Fi $F2
pT ■Pa
2. При любых q ж D 1; D2 справедливо неравенство:
Gi(q, l,m)G2(q, - l ,  k) <  q2.
□  1 . Пусть (q,D1) — 1. Введем обозначения: rj — q/pj3, ll* =  1( mod q), rjr* =  1(
mod pj3), D1D*j =  1 ( mod pj3 ), ( j — 1.. .  s). Тогда G1 (q,l,m) — П  G1 (p®3, lrj, m).
j=i
Если 2 |q, то 2 { D b следовательно, 6Fi =  1( mod 4). Если 2 |Db то a1 — 0.
Для G1(pjj3 ,lrj,m) известны точные формулы (см, например, [Гриценко, 2003], [Па­
лев, Дохов, 2013]). Можем утверждать, что
(■
Л* * ) ( 1) (1-Д41)а1
и) ( } p ? . . . p a
G 1 (q,l,m) — q exp - 2ni Q'1(m) (r1 r *D*1 +  . . .  +  rs r* D
q
Докажем сравнение
r 1r *D*1 +  . . .  +  rs r*D*s =  D*( mod q) .
Так как (q,D 1) — 1 и D1D j  =  1( mod p®3), (j — 1 . . .  s), D 1D * =  1( mod q), t o  
D 1 (r 1 r*D* 1 +  . . .  +  rs r*D**s ) =  D D * =  1 ( mod q),
4
и достаточно доказать сравнение r1r* +  . . .  +  rsr* =  1 ( mod q), которое эквивалентно 
системе сравнений
{r 1r * +  ... +  rs r* =  r 1r * =  1 ( mod 2ai), 
r1r* +  ... +  rs r* =  rs r* =  1 ( mod pa s).
Тогда
(i_,5Fi )a i
G1(q,l,m) — ( - 1 )  4 ( p p p f ) q exp ( - ^ DQ,> <m >)4P2 . . . Ps
Аналогичное равенство справедливо и для G2(q, -l,k).  Запишем произведение сумм 
Гаусса:
G 1 (q,l,m)G2 (q, - l ,k)  — С (q, ^ , 4f2)q2 exp
l *
\ -2 n iq  (D *Q1 (m) D*Q2(k ) } )  ,
где C(q,^Fi ,8f2 )
(2- sf1
( - 1 )  4-
^Fj 8f2
pT  . . .pa
2. В случае, когда (q,D 1) — 1 и (q,D2) — 1, неравенство следует из полученной 
выше формулы для произведений сумм Гаусса. В остальных случаях требуемая оценка 
следует из точных формул для сумм Гаусса от степени простого числа, полученных
■
q
Л ем м а 5. Пусть V (q,h,m,k) — Е e-2nihl/q G1 (q,l ,m)G2(q, - l ,  k). Пусть q — q1q2,
1=1,
(l,q) = 1
(q1,q2) — 1, (q1,D 1) — 1, (q1,D2) — 1; q2 -  либо 1, либо натуральное число, все простые
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делители которого делят D i ил и D2. Тогда справедливы оценки:
V (gig2,h, 0, 0) <  qi sk ( j - )  ,
s\(qi,h)
V (qiq2,h,m,k) C  ql/2+e(h,qi)i/2ql
□  Так как сумма Гаусса является вполне мультипликативной функцией, т. е.
Gi(qiq2,l,m) =  Gi(qi,liq^,m)Gi(q2,l2q2i,m), 
то и функция V (q, h, m, k) мультипликативна. Тогда
V (q iq2 ,h,m,k) =  Vi (qi,h,q2,m,k)V2(q2,h,qi,m,k).
Оценим каждую из функций Vi(qi,h,q2,m,k) и V2(q2,h,qi,m,k). Воспользуемся ра­
венством и оценкой из леммы 4.
Так как (qi,D i) =  1 и (qi,D2) =  1, то из равенства для произведений сумм Гаусса 
имеем:
— qi l l *(q2)* —
Vi(qi,h,q2,m,k) C  exp i — 2nih— —2ni- — 2— (D*Q'i(m) — D*Q'2(k))
v qi qi
(h,qi )=i
К полученной сумме Клоостермана K  (q^ —h, —(q2)*(DIQ!(m) — D*Qf2(k))) приме­
ним оценку из леммы 3. При любом qi получим: Vi(qi,h,q2,m,k) C  ql/2+s(h,qi)1/2.
В случае, когда m =  0 , k =  0, можем улучшить данную оценку. Имеем:
Vi(qi,h,q2, 0) C  q2 Е e~2nihli/qi
ll = i,
(li,qi)=i
C  q  Д Д
s\(qi ,h)
Оценим тривиально V2(q2,h,qi,m,k). Используем неравенство из леммы 4. Тогда
V2(q2,h,qi,m,k) C  ql E e~ 2 m h l  2/q2
l2 = i,
(l2,q2)=i
C  ql  . ■
3. Доказательство теоремы
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где
S i(a ) =  ^ 2  e(-1/n+2ma)Ql(m), S2(a) = ^ 2  e(-1/n-2ma)Q2(k). 
mez2 kez2
Пусть N =  [y/n\, ^o;1 =  [— N, N)• Разобьем промежуток [N, 1 — N) числами ряда
N 2  < q < q -  соседние
дроби Фарея, 1 <  l,q < N, q' < N, q" < N.
Определим промежутки £lq =  [l/q — 1/q(q +  q''),l/q +  1/q(q +  q')). По построению
N q-1
£i,q, причем £lq П £l/,q/ =  0 при (l,q) =  (l',q' )• Тогдаимеем: — 1  1 — — 
N ’ N = q=1 l=0 ,
(l,q) = 1
I (n,h)=  S1 (a)S2 (a)












S1(l/q +  x)S2 (l/q +  x)e-2nihxdx.
2. Преобразуем суммы S1 (l/q +  x) и S2(l/q +  x) .
S1(l/q +  x ) = Y ,  exP (— n-1 +  2nil/q +  2nix)Q1(m)) .
mez2
Разобьем сумму no m по арифметическим прогрессиям с разностью q:
S1(l/q +  x ) =  Y ,  e2ml/qQl(s) E e(-n 1+2nix)Qi(m) _
s (mod q) m ez2,
m = s (mod q)
E 02nial/qQi(s (x +  2nn )q2,s/qSj
s (mod q)
где 9 ((x  +  2nn)q2,s/q) -  двумерный тета-ряд.
Используем функциональное уравнение для тета-ряда из леммы 1. Будем иметь:
2n2Q1(m)
9 ( { x +Z ) qZ)
2п
2nn q q2 \D1(n-1 — 2nix)
exp




где Q1(m) =  2mtD 1A 11m -  квадратичная форма с матрицей D1A 1- i
Тогда для S1 (l/q +  x) справедливо равенство
S1( L +  x) = ________ exp 2n Q1(m)
1( q +  ) q2^ D l(n-1 — 2nix) 2 P D lq2(n-1 — 2nix)x )  G1(q’ l m
Выделим слагаемое, которое отвечает нулевому вектору m. Тогда S1(l/q +  x) можно 
представить в виде суммы: S1(l/q +  x) =  ф1 +  Ф1; где
2п
Ф1 q2\D1(n-1 — 2nix) G1(q,lj 0))
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_  2п 2n2Q[(m)
1 =  q2^ Di(n~1 -  2mx) 2 exp D 4q2(n—1 -  2nix)) 1(q ,m)'m&Z2 ,
m=0
Аналогично получаем представление в виде суммы двух функций для S2(l/q +  x) =  
ф2 +  $2






q2\ D 2(n—1 +  2nix) 2 D2Q2 (n-1 +  2nibx)k£Z2 
k=0
) G2(q, —l, k).
3. Подставляем полученные для функций S1(l/q +  x) и S2(l/q +  x) представления в 
виде суммы двух функций в равенство для I(n, h) из пункта 1. Имеем





E q 4 E  e 2mhqG^  0)G2(q’ —l>o)\ D 1D2 q<N l=1,
(l,q) = 1
e—2nihx dx
n—2 +  4n2x 2 ’
— [q(q+q")j-
[q(q+q')]-





I3 = —2nihl/q Ф2$ 1е—2nihxdx
q<N 1=1, 
(l,q) = 1 — [q(q+q")]-
[q(q+q')]-
Li =  e
q<N l=1, 
(l,q)=1
— 2nihl/q Ф1Ф2 e—2nihxdx.
Интеграл I1 вычислим асимптотически, а интегралы I2, I3, I4 оценим сверху. 
4. Начнем c I1. Согласно равенству из леммы 2, получаем:
I1
2п2п
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Используя оценку для функции V (q,h, 0, 0) из леммы 5, будем иметь
Л,1 <  N q-3q-3\V(qiq2,h,о,о)| <  N ' q- 1 sv ( q r )  ^
qiq2<N q2<N qi<N/q2 s|(qi,h)
<  N  Е  ' Е  Е  v (q)q-1 <  nl/2+e,
q2<N slh q N 42 s
где ' в сумме no q2 означает, что суммирование идет по всем не взаимно простым с D1 
или D 2 числам. Можно показать, что их количество не больше, чем n£. Кроме того, 
учли, что h ^  и£.
Оценим сумму
<т4 Е  е-2п""к G'(q,1’0) G2(q .- ‘ -о) =
i=1,
(i,q)=1
v m m ' Z q - v  {q' h' 0 0)
R
n
\J D 1D 2 Eq > N
Снова используем лемму 5. Получаем, что
R ^  n Е  q-Aq-A\V (q1q2л °>0 )\ < n Е 'q-1 Е  q-  Е  s^ (7 ) ^
qiq2> N  q2 <N  qi> N / q2 s|(qi,h)
<  n q- 1 s 1 n(q)q 2 <  n1/2+£.
q2<N slh q> —42s
Таким образом,
4 2 q
I 1 =  - n n  q- 4 e- 2n‘fd/‘‘G1(q,lt0)G2(q,-l,0) + O(n1/2+£).
D 1D  q=1 l=1,
(l,q)=1
5. Оценка I2, I3, I4 проводится одинаково. Приведем полное доказательство для I4:
[q(q+q')]-
I4 =
-2 n ih l/ q Ф1Ф2е 2nihxdx.
q<N 1=1, 
(i,q)=1 -[q(q+q'')]-
Вместо Фр Ф2 подставим их значения, полученные в пункте 2. В результате имеем
[q(q+q')]-
4 п2 - 4
vD d  5  q
e^ nihx dx
n-2 +  4n2x 2
X
m€Z2m= 0 (X ^  _ eXE  q2D l(n-1 -  2nix)
q<N -[q(q+q'')]-1
2n2Q1(m) )  (  2n2Q'2(k)
x  2 e x p (k_eZ2 
k = 0
q2 D2(n-1 +  2nix)x ) ) V(q, h, m, k).
1
I4
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Пусть 9 -  сколь угодно малое положительное число. Разобьем интеграл на сумму 
интегралов:
[q(q+q')]-1 _ [qn1/2+e]-1 [qn1/2+0]-1 [q(q+q')]-1
+ +
-[q(q+q")] 1 _[q(q+q")] 1 -[qn1/2+e ]- 1 [qn1/2+e ]- 1
Соответственно этому разбиению получаем I4 =  I4;l +  I4,2 +  I4,3-
6. Оценим I4,2. Используя оценку V (qlq2,h,m,k) из леммы 5, будем иметь:
[qn1/2+e ]




n-2 +  4n2x 2
X
m €Z2 , 
m=0
2n2Ql(m) ^ ^  e x ^  2n2Q'2(k)
x exp ( -  q.2 ^ (n_p  : e : 2x2n ) ) у . expq2Dl(n_l +  4n2x 2n)
k=0
q2D2(n_l +  4n2x 2n) ) ■
Проведем разбиение суммы no q:
[qn1/2+0 ]-1
I4,2 ^14,2 ^  +
^  1 / П _ Д  J 1 / П _ Д
[qn1/2+® ]-
X !41 + ^  42‘
q<n1/2 в о n1/2 e<q<N 0




<  exP(-c n 2 ),q2Di (n_l +  4n2x 2n) 
где c -  постоянная, i =  1, 2. Тогда
2n2Q l(m ) )  (  2n2Q2(k)
J ]  exP
2m€Z2
m= 0
q2D l (n_l +  4n2x 2n)
k = 0
2 e x p (
q2D2(n_l +  4n2x 2n)
^ ^  e x p (-c n 20)■
Учтем также, что при тех же ограничениях на q:
[qn1/2+e]-:L 2Hqn1/2+® ]-1
«  fdx dtn_2 +  4n2x 2 n_2 + 12 «  n3/ 2_0q_l .
После проведенных рассуждений получаем оценку:
У ^ 4! <  n3/ 2 0 e x p (-c n 20) ^  q_ 5/2+£(h, q l)l /2q_ 2 <  n3/4+P
q1q2<n1/2 ^
Перейдем к оценке ^ 42. Так: к ак q < N r 0 <  x < [qnl /2+0 ] l , to
j 2n2Qi(m ) \
exp [ - q D ( n _ T 4 A % ) J  ^  e x p (-c Q -(m ))-
1
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q2D 1(n-1 +  4n2 x2n) ) £ exp ( 2n2Q2(k)fcez
k=0









В итоге получаем следующую оценку для суммы Хщ 2;
^  42 <  ^1+2£ ^  q- 3/242 <  n qi3/2(h,qi)1/2q21 <
n1/2-e <q1q2<N
<  n1+£ ' q- 1 s - 1  q-3/2 <  n3/4+£,
q2<N s\h q > n1/2 -
qi 42s
где ' в сумме no q2 D1
или D2 числам. Таким образом, доказана оценка: I4>2 =  O(n3/4+£).
7. Интегралы I4>1 и I4,3 оцениваются одинаково. Все рассуждения проведем для I4>3. 
Используем оценку V (q1q2,h,m,k) <  q[/2+£(h,q1)l/2q|, полученную в лемме 5. Так как 




m £ Z 2
m = 0




q2D2(n-1 +  2nix)i ) ) O (1 ).
Кроме того, при тех же ограничениях на q можем можем оценить интеграл:
[q(q+q')]- e~2nihx dx





После проведенных рассуждений получаем, что
\1/2h,3 <  nl/2+e+£ Y  q- 1/2 (h, q1)1/2 <  n4/2+e+£ Y ' Y l  Y  q-1/2 <  n3/4+£
q1q2<N q2<N s\h q1<N/q2
Объединяя оценки, получаем I4 =  O(n3/4+£), и доказательство теоремы завершено.
4. З аклю чени е
Получена асимптотическая формула для числа решений уравнения Q1(m) — Q2(k) =  
h, содержащего бинарные положительно определенные примитивные квадратичные 
формы, соответствующие классам идеалов двух мнимых квадратичных полей разных 
фиксированных дискриминантов. Число решений уравнения ищется с весами 
exp(—(Q1(m)+Q2(k))/n) при росте параметра n. Данная задача является продолжением 
работ, касающихся бинарных аддитивных задач с квадратичными формами.
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